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rASSMATRIWAETSQ PROBLEMA WY^ISLENIQ RE[ENIQ ZADA^I kO[I W EDINI^NOM [ARE
PROSTRANSTWA PRI PROIZWOLXNO BOLX[IH ZNA^ENIQH WREMENI. pREDPOLAGAETSQ, ^TO
RE[ENIE I EGO PROIZWODNAQ PO WREMENI W NA^ALXNYJ MOMENT WREMENI RAWNY NUL@, A
PRAWAQ ^ASTX OBRA]AETSQ W NULX WNE EDINI^NOJ SFERY PROSTRANSTWA PRI WSEH ZNA^E-
NIQH WREMENI.
pREDLOVENY ALGORITMY PRIBLIVENNOGO WY^ISLENIQ RE[ENIQ, OSNOWANNYE NA IS-
POLXZOWANII LAKUN WOLNOWOGO URAWNENIQ I STANDARTNOJ QWNOJ DEWQTITO^E^NOJ RAZ-
NOSTNOJ SHEMY NA [ABLONE TIPA KREST.
pOGRE[NOSTI PRI WY^ISLENIQH PO \TIM ALGORITMAM NE NAKAPLIWA@TSQ S ROSTOM
^ISLA [AGOW, A KOLI^ESTWA ARIFMETI^ESKIH OPERACIJ I Q^EEK PAMQTI DLQ RAS^ETA
RE[ENIQ NA O^EREDNOM SLOE PO WREMENI PRI FIKSIROWANNOJ SETKE NE WOZRASTA@T S
ROSTOM NOMERA SLOQ.
rEZULXTATY RABOTY MOGUT BYTX NEPOSREDSTWENNO ISPOLXZOWANY PRI RAS^ETE AKUSTI-
^ESKIH, UPRUGIH I \LEKTROMAGNITNYH POLEJ W OKRESTNOSTI LOKALIZOWANNOGO NESTA-
CIONARNOGO ISTO^NIKA.

ON LAKUNA BASED ALGORITHM

FOR NUMERICAL SOLUTION OF 3D{WAVE EQUATION

FOR ARBITRARY GREAT TIME

V.S.Ryaben'kii, V.I.Turchaninov, S.V.Zsynkov

A numerical algorithm for 3D{wave equation Cauchy{problem is constructed. It is
assumed the Cauchy{dates identically zero and right hand of wave{equation is zero
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outside of unit sphere. The domain to compute is bounded and �xed. The algorithm
provides the solution during arbitrary long time with prestabileshed arbitrary exactness.
The computer expenditures for one time{step progress are independet on time{step
number and can't be decreased essentially.
The lacuna of 3D{ wave equation is used.
The results can be used for calculations of acoustic, elastic and electromagnetic �elds
around local nonstationary sources.

1

. wWEDENIE

sU]ESTWUET MNOGO FIZI^ESKIH NESTACIONARNYH PROCESSOW, URAWNENIQ KOTO-
RYH WO WSEM PROSTRANSTWE ILI WNE NEKOTOROJ OGRANI^ENNOJ EGO ^ASTI SOWPADA@T
S ODNORODNYM WOLNOWYM URAWNENIEM ILI SWODQTSQ K \TOMU URAWNENI@. pERWYM
KRUGOM PRIMEROW DANNYH ZADA^ QWLQ@TSQ ZADA^I O RAS^ETE AKUSTI^ESKIH, UPRU-
GIH I \LEKTROMAGNITNYH POLEJ W OKRESTNOSTI LOKALIZOWANNOGO NESTACIONARNOGO
ISTO^NIKA. dRUGOJ KLASS PRIMEROW DOSTAWLQ@T ZADA^I DIFRAKCII WOLN NA OGRANI-
^ENNYH TELAH I ZADA^I TREHMERNOGO NESTACIONARNOGO POTENCIALXNOGO OBTEKANIQ
TEL GAZOM.

rEZULXTATY \TOJ RABOTY MOGUT BYTX NEPOSTREDSTWENNO ISPOLXZOWANY DLQ
^ISLENNOGO RE[ENIQ ZADA^ IZ PERWOGO NAZWANNOGO KRUGA PRIMEROW. pO-WIDIMOMU,
REZULXTATY MOGUT BYTX ISPOLXZOWANY TAKVE DLQ POSTROENIQ ISKUSSTWENNYH GRA-
NI^NYH USLOWIJ, ZAMENQ@]IH WOLNOWOE URAWNENIE WNE RAS^ETNOJ PODOBLASTI W SLU-
^AE ZADA^ IZ WTOROGO KRUGA PRIMEROW.

mY BUDEM RASSMATRIWATX PROBLEMU WY^ISLENIQ RE[ENIQ u(�x; t), �x =
= (x1; x2; x3) ZADA^I kO[I DLQ WOLNOWOGO URAWNENIQ

@2u

@t2
�
 
@2u

@x21
+

@2u

@x22
+

@2u

@x23

!
= f(�x; t); t � 0; (1:1)

u jt=0=
@u

@t

����
t=0

= 0 (1:2)

DLQ �x = (x1; x2; x3), PRINADLEVA]IH SFERE S1 : x21+x
2
2+x

2
3 � 1, ILI �x 2 S1, I SKOLX

UGODNO BOLX[IH t. oTNOSITELXNO f(�x; t), BUDEM PREDPOLAGATX, ^TO \TO DOSTATO^NO
GLADKAQ PO WSEM SWOIM ^ETYREM ARGUMENTAM WO WSEM PROSTRANSTWE (�x; t) FUNKCIQ,
OBRA]A@]AQSQ W NULX WNE NEKOTOROJ OBLASTI Q TO^EK (�x; t), KOORDINATY KOTORYH
UDOWLETWORQ@T NERAWENSTWAM

x21 + x22 + x23 � 1; t > 0;

TO ESTX

supp f(�x; t) = Q: (1:3)

mY POSTROIM \FFEKTIWNYE ALGORITMY ^ISLENNOGO RE[ENIQ \TOJ PROBLEMY, IS-
POLXZU@]IE PROSTEJ[U@ DEWQTITO^E^NU@ RAZNOSTNU@ SHEMU "KREST" (SM. NAPRI-
MER [1]), APPROKSIMIRU@]U@ ZADA^U (1.2), (1.2) NA GLADKIH RE[ENIQH SO WTORYM
PORQDKOM OTNOSITELXNO [AGA h SETKI PO PROSTRANSTWU. |TA SHEMA STROITSQ NA
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SETKE m = (m1h;m2h;m3h;m4�); m1;m2;m3;m4 { CELYE. uRAWNENIE (1.1) ZAME-
NQETSQ W TO^KE m SETKI RAZNOSTNYM URAWNENIEMX

n2Nm

amnun = fm; (1:4)

SWQZYWA@]IM ZNA^ENIQ un W SLEDU@]IH DEWQTI TO^KAH SETKI, OBRAZU@]IH [ABLON
Nm (INDEKSY 0,1,...,8 PRI n SUTX NOMERA TO^EK n 2 Nm [ABLONA):8>>>>>><

>>>>>>:

nj = (m1h;m2h;m3h; (m4 � j)�); j = 0; 1; 2;

n3;4 = ((m1 � 1)h;m2h;m3h; (m4 � 1)�);

n5;6 = (m1h; (m2 � 1)h;m3h; (m4 � 1)�);

n7;8 = (m1h;m2h; (m3 � 1)h; (m4 � 1)�):

(1:5)

zDESX amn I fm OPREDELENY FORMULAMI

amn =

8>><
>>:

1; ESLI n = n0 ILI n2;

�r2; ESLI n = n3; n4; n5; n6; n7; n8;

�2 + 6r2; ESLI n = n1;

(1:6)

fm = �2f(m1h;m2h;m3h; (m4 � 1)�); (1:7)

GDE

r = �=h �
p
3=3: (1:8)

nA^ALXNYE USLOWIQ (1.2) ZAMENQEM USLOWIQMI

upn1;n2;n3 = 0; p = n4 = 0; 1: (1:9)

iZWESTNO, ^TO PRI DOSTATO^NO GLADKOJ PO WSEM ARGUMENTAM FUNKCII f(�x; t) RE[E-
NIE RAZNOSTNOJ ZADA^I un � u(n1;n2;n3;n4) � upn1;n2;n3 ; GDE p = n4, SHODITSQ K RE[ENI@
u(�x; t) ZADA^I (1.1), (1.2), PRI^EM WYPOLNQETSQ OCENKA

max
n1;n2;n3;p

j u(n1h; n2h; n3h; p�) � upn1;n2;n3 j� C j f jk;T h2 p� < T: (1:10)

zDESX C = C(T ) { POSTOQNNAQ, k { DOSTATO^NO BOLX[OE NATURALXNOE ^ISLO, A
j f jk;T { SUMMA MAKSIMUMOW MODULEJ PROIZWODNYH DO PORQDKA k FUNKCII f(�x; t) PRI
t � T . tAKIM OBRAZOM, FORMALXNO SHEMA (1.4)-(1.9) W SILU OCENKI (1.10) POZWOLQET
WY^ISLQTX RE[ENIE u(�x; t) ZADA^I (1.1), (1.2) SKOLX UGODNO DOLGO.

oDNAKO IME@TSQ SLEDU@]IE DWA PREPQTSTWIQ. w PROCESSE S^ETA PO SHEME
(1.4)-(1.9) KOLI^ESTWO TO^EK SETKI, ZNA^ENIQ W KOTORYH WOWLE^ENY W RAS^ET NA

p-M SLOE, WOZRASTAET KAK (2=h + p)3, TAK ^TO PRI p � t=� I � = rh, r =
p
3=3

\TO KOLI^ESTWO PO PORQDKU SOWPADAET S (t=h)3. tAKIM OBRAZOM, OB_EM PAMQTI I
WY^ISTELXNOJ RABOTY BYSTRO WOZRASTA@T S ROSTOM t, DO KOTOROGO DOLVEN BYTX
DOWEDEN RAS^ET. w \TOM SOSTOIT PERWOE PREPQTSTWIE DLQ RAS^ETA NA BOLX[IH WRE-
MENAH t. wO-WTORYH, OCENKA (1.10) NE GARANTIRUET OT NAKOPLENIQ POGRE[NOSTI S
ROSTOM t I SOOTWETSTWU@]EGO ^ISLA [AGOW.
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mY PREDLOVIM TRI WARIANTA USOWER[ENSTWOWANIQ PROSTEJ[EJ RAZNOSTNOJ
SHEMY (2.4), OSNOWANNYH NA U^ETE SPECIFIKI ZADA^I (1.1), (1.2). w KAVDOM IZ PRED-
LAGAEMYH ALGORITMOW GARANTIROWANO NENAKOPLENIE POGRE[NOSTI RAS^ETA PRI UWE-
LI^ENII NOMERA SLOQ. ~ISLO ARIFMETI^ESKIH OPERACIJ I NEOBHODIMOE ^ISLO Q^EEK
PAMQTI PRI FIKSIROWANNYH h I � DLQ PEREHODA NA SLEDU@]IJ SLOJ TOVE OSTA@TSQ
OGRANI^ENNYMI NEZAWISIMO OT SLOQ.

~ISLO ARIFMETI^ESKIH OPERACIJ DLQ PEREHODA NA SLEDU@]IJ SLOJ PRI IZ-
MELX^ENII SETKI WO WSEH \TIH ALGORITMAH IMEET PORQDOK O(N), GDE N - ^ISLO TO^EK
ODNOGO SLOQ SETKI, POPADA@]IH W SFERU x21 + x22 + x23 � 1. o^EWIDNO, \TOT PORQDOK
NELXZQ ULU^[ITX ZA S^ET WYBORA RAZNOSTNOGO ALGORITMA.

kOLI^ESTWO Q^EEK PAMQTI WO WSEH WARIANTAH IMEET PORQDOK O(N), T.E. NE
PREWOSHODIT ^ISLA C �N , GDE C NEKOTORAQ KONSTANTA, ZAWISQ]AQ OT WARIANTA.

wSE TRI NAZWANNYE WARIANTA USOWER[ENSTWOWANIQ PERWONA^ALXNOJ SHEMY
(1.4), (1.7), (1.9) DLQ WY^ISLENIQ RE[ENIQ u(�x; t) ZADA^I (1.3) DLQ �x 2 S1 PRI L@BYH
t OPIRA@TSQ NA SWOJSTWO 3D{WOLNOWOGO URAWNENIQ (1.1) IMETX LAKUNY.

2

. lAKUNY WOLNOWOGO URAWNENIQ

rASSMOTRIM ZADA^U kO[I DLQ WOLNOWOGO URAWNENIQ W TREHMERNOM PROSTRAN-
STWE

@2v

@t21
�
 
@2v

@x21
+

@2v

@x22
+

@2v

@x23

!
= '(�x; t); t > 0; (2:1)

v jt=0= 0;
@v

@t

����
t=0

= 0: (2:2)

bUDEM PREDPOLAGATX, ^TO '(�x; t) DOSTATO^NO GLADKAQ PO WSEM SWOIM ^ETYREM
ARGUMENTAM FUNKCIQ, OBRA]A@]AQSQ W NULX PRI t � 0. rE[ENIE v(�x; t) ZADA^I (2.1),
(2.2) ZAPISYWAETSQ FORMULOJ kIRHGOFA (SM., NAPRIMER, [2])

v(�x; t) =
1

4�

Z
'(y; t� r)

r
dy; (2:3)

GDE r2 = (x1�y1)
2+(x2�y2)

2+(x3�y3)
2, dy = dy1 �dy2 �dy3, I INTEGRAL BERETSQ PO

WSEMU PROSTRANSTWU �y = (y1; y2; y3). iZ FORMULY kIRHGOFA (2.3) SLEDUET, ^TO RE[E-

NIE v(�x(0); t(0)) W TO^KE (�x0; t0) ZAWISIT OT ZNA^ENIJ '(�x; t) TOLXKO NA POWERHNOSTI
NIVNEJ POLY HARAKTERISTI^ESKOGO KONUSA

(x1 � x01)
2 + (x2 � x02)

2 + (x3 � x03)
2 = (t� t0)

2; t < t0: (2:4)

pUSTX (��; �) PROIZWOLXNAQ FIKSIROWANNAQ TO^KA PROSTRANSTWA (�x; t). oBOZNA-
^IM D(�; �) OBLASTX, KOORDINATY TO^EK (x1; x2; x3; t) KOTOROJ UDOWLETWORQ@T SLE-
DU@]IM DWUM NERAWENSTWAM:

(x1 � �1)
2 + (x2 � �2)

2 + (x3 � �3)
2 � (t� �)2; t > �:
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|TA OBLASTX ESTX WNUTRENNQQ ^ASTX WERHNEJ POLY HARAKTERISTI^ESKOGO KONUSA

(x1 � �1)
2 + (x2 � �2)

2 + (x3 � �3)
2 = (t� �)2: (2:5)

pUSTX Q NEKOTORAQ PROIZWOLXNAQ FIKSIROWANNAQ OBLASTX PROSTRANSTWA (�x; t). oBO-
ZNA^IM

D(Q) =
\

D(��; �); (��; �) 2 Q

PERESE^ENIE D(��; �), OTWE^A@]IH WSEM TO^KAM (��; �) 2 Q. iZWESTNO, ^TO RE[ENIE
v(�x; t) ZADA^I (2.1), (2.2) W OBLASTI D(Q) NE ZAWISIT OT ZNA^ENIJ PRAWOJ ^ASTI
'(�; t) W TO^KAH (�; �) 2 Q. w ^ASTNOSTI, RE[ENIE v(�x; t) ZADA^I (2.1), (2.2) OBRA]A-
ETSQ W NULX W TO^KAH D(Q),

v(�x; t) � 0; (�x; t) 2 D(Q); (2:6)

ESLI

supp '(�x) = Q: (2:7)

|TO SWOJSTWO NEZAWISIMOSTI ZNA^ENIJ RE[ENIQ v(�x; t) W (x; t) 2 D(Q) OT ZNA^ENIJ
PRAWOJ ^ASTI '(�; �) W TO^KAH (�; �) 2 Q NAZYWA@T SWOJSTWOM WOLNOWOGO URAWNENIQ
W TREHMERNOM PROSTRANSTWE IMETX LAKUNY, A MNOVESTWO D(Q) NAZYWA@T LAKUNOJ
RE[ENIQ PO OTNO[ENI@ K ISTO^NIKAM ZWUKA, LEVA]IM W OBLASTI Q. eSLI Q OPRE-
DELENO SLEDU@]IM OBRAZOM:

Q = f(�x; t) j x21 + x22 + x23 < 1; a < t < bg; (2:8)

TO PRI USLOWII (2.7) RE[ENIE v(�x; t) UDOWLETWORQET TOVDESTWAM(
v(�x; t) � 0; ESLI x21 + x22 + x23 < 1; t < a;

v(�x; t) � 0; ESLI x21 + x22 + x23 < 1; t > b+ 2:
(2:9)

pERWOE TOVDESTWO (2.9) O^EWIDNO I IMEET MESTO W SILU TOGO, ^TO NA^ALXNYE
DANNYE (2.2) ZADA^I kO[I OBRA]A@TSQ W NULX.

wTOROE TOVDESTWO (2.9) SPRAWEDLIWO W SILU TOVDESTWA (2.6), POSKOLXKU OB-
LASTX PROSTRANSTWA �x; t, WYDELQEMAQ NERAWENSTWAMI x21 + x22 + x23 < 1; t > b + 2,
CELIKOM SODERVITSQ WNUTRI LAKUNY D(Q).

pREDSTAWIM TEPERX RE[ENIE u(�x; t) ISHODNOJ ZADA^I (1.1), (1.2) W UDOBNOM DLQ
DALXNEJ[EGO WIDE. dLQ \TOGO NAM PONADOBITSQ SLEDU@]EE "RAZBIENIE EDINICY".

oPREDELIM FUNKCI@

	(t) =

8>>>>><
>>>>>:

1; ESLI 0 � t � 1=2;

P (t); ESLI 1=2 < t < 1;

0; ESLI t � 1;
	(�t); ESLI t � 0:

(2:10)

zDESX P (x) { MNOGO^LEN WIDA

P (x) =
1

2
+ a(t� 3

4
) + b

�
t� 3

4

�3
+ c

�
t� 3

4

�5
+ d

�
t� 3

4

�7

+ e

�
t� 3

4

�9
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S TAKIMI KO\FFICIENTAMI a; b; c; d; e, ^TO

P (1) = P 0(1) = P 00(1) = P 000(1) = P 0000(1) = 0:

fUNKCIQ 	(t) ESTX ^ETNAQ FUNKCIQ, IME@]AQ WS@DU NA OSI ot NEPRERYWNYE ^ET-
WERTYE PROIZWODNYE, PRI^EM

supp 	(t) = [�1; 1];
T.E.

	(t) � 0; j t j� 1:

zADADIM PARAMETR T > 0 I RASSMOTRIM FUNKCII 	j(t; T ),

	j(t; T ) = 	(t=T � j); j = 0; 1; 2:

o^EWIDNO,

supp 	j(t; T ) = [(j � 1)T; (j + 1)T ]; j = 0; 1; 2; : : : ; (2:11)

1X
j=0

	j(t; T ) � 1; t � 0: (2:12)

zAPISX FUNKCII 1 W WIDE (2.12) I ESTX "RAZBIENIE EDINICY". zAMETIM, ^TO PRI
KAVDOM t > 0 NE BOLEE DWUH SLAGAEMYH W LEWOJ ^ASTI TOVDESTWA (2.12) OTLI^NY OT
NULQ.

pREDSTAWIM PRAWU@ ^ASTX f(�x; t) URAWNENIQ (1.1) W WIDE

f(�x; t; T ) = f(�x; t)
X
j

	j(t; T ) =
X
j

	j(t; T )f(�x; t) =
X
j

fj(�x; t; T ); (2:13)

GDE

fj(�x; t; T ) = 	j(t; T )f(�x; t):

o^EWIDNO,

supp fj(�x; t) = Qj(T ); (2:14)

GDE

Qj(T ) = f(�x; t) j x21 + x22 + x23 < 1; (j � 1)T � t � (j + 1)Tg: (2:15)

rASSMOTRIM POSLEDOWATELXNOSTX SLEDU@]IH ZADA^:

@2uj
@t2

�
 
@2uj
@x21

+
@2uj
@x22

+
@2uj
@x23

!
= fj(x; t; T )

uj jt=0=
@uj
@t

����
t=0

= 0; j = 0; 1; 2; : : : :

(2:16)
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w SILU LINEJNOSTI ZADA^I (1.1), (1.2) I PREDSTAWLENIQ f(�x; t) W WIDE (2.13), RE[ENIE
ZADA^I (1.1), (1.2) MOVNO PREDSTAWITX W WIDE

u(�x; t) =
X
j

uj(�x; t; T ); (2:17)

GDE uj(�x; t; T ) { RE[ENIE ZADA^I (2.16). pOKAVEM, ^TO PRI �x 2 S1 I KAVDOM FIKSIRO-
WANNOM t > 0 IMEETSQ LI[X KONE^NOE ^ISLO ZNA^ENIJ j, PRI KOTORYH uj(�x; t; T ) 6= 0.
pRIMENIM TOVDESTWA (2.9), IME@]IE MESTO PRI USLOWIQH (2.7), (2.8), K RE[ENI@
uj(�x; t; T ) ZADA^I (2.16). pRI \TOM WMESTO (2.7) I (2.8) ISPOLXZUEM (2.14) I (2.15)
SOOTWETSTWENNO. wMESTO TOVDESTW (2.9) POLU^IM SOOTWETSTWENNO SLEDU@]IE DWA
TOVDESTWA:

uj(�x; t; T ) � 0; ESLI t � (j � 1)T; (2:18)

uj(�x; t; T ) � 0; ESLI x21 + x22 + x23 � 1; t � (j + 1)T + 2: (2:19)

oTMETIM DLQ DALXNEJ[EGO, ^TO RE[ENIE uj(�x; t) ZADA^I (2.16) PRI L@BOM t > (j �
1)T OBRA]AETSQ W NULX WNE SFERY x21 + x22 + x23 = [t� (j � 1)T + 1]2, T.E.

uj(�x; t; T ) � 0; ESLI x21 + x22 + x23 � [t� (j � 1)T + 1]2: (2:20)

tOVDESTWO (2.20) WYTEKAET IZ TOVDESTWA (2.18), IZ RAWENSTWA fj(�x; t; T ) � 0, PRI
L@BOM t ESLI x21 + x22 + x23 � 1, A TAKVE IZ FORMULY kIRHGOFA (SKOROSTX RASPRO-
STRANENIQ WOLNY, T.E. "SKOROSTX ZWUKA", RAWNA EDINICE).

w SILU (2.18), (2.19) PRI ZADANNOM t RE[ENIE uj(�x; t; T ) PRI x 2 S1 MOVET
OTLI^ATXSQ OT NULQ TOLXKO W TOM SLU^AE, ESLI

(j � 1)T < t < (j + 1)T + 2: (2:21)

zADANNOE FIKSIROWANNOE t = t0 UDOWLETWORQET OBOIM \TIM NERAWENSTWAM, ESLI OD-
NOWREMENNO WYPOLNENY NERAWENSTWA

t0 � T � 2

T
< j <

t0 + T

T
: (2:22)

tAKIM OBRAZOM, DLINA INTERWALA, NA KOTOROM DOLVNO LEVATX CELOE j, ESTX 2+2=T .
pRI T > 2 \TA DLINA MENX[E 3, A ZNA^IT TAKIH CELYH ^ISEL j IMEETSQ 2 ILI 3 W
ZAWISIMOSTI OT RASPOLOVENIQ \TOGO INTERWALA NA OSI. pRI T ! +0 DLINA 2+ 2=T
INTERWALA NEOGRANI^ENNO WOZRASTAET, A WMESTE S TEM KOLI^ESTWO POSLEDOWATELXNYH
NATURALXNYH ^ISEL j, UDOWLETWORQ@]IH NERAWENSTWAM (2.22), TOVE NEOGRANI^EN-
NO WOZRASTAET. mY SOBIRAEMSQ ISPOLXZOWATX PREDSTAWLENIE RE[ENIQ u(�x; t) ZADA^I
(1.1), (1.2) W WIDE (2.17). oTMETIM, ^TO SLAGAEMOE uj(�x; t; T ) W \TOJ FORMULE INTE-
RESUET NAS TOLXKO DO MOMENTA WREMENI

t = (j + 1)T + 2; (2:23)

TAK KAK NA^INAQ S \TOGO MOMENTA uj(�x; t; T ) OBRA]AETSQ W NULX W RAS^ETNOJ OBLASTI
x21 + x22 + x23 � 1 W SILU (2.19) I NE WNOSIT WKLADA W SUMMU (2.17). eDINI^NAQ SFERA
W MOMENT (2.23) OBRAZUET ZADNIJ FRONT RASPROSTRANENIQ RE[ENIQ uj(�x; t; T ) PO
NEWOZMU]ENNOMU NULEWOMU FONU.
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oTMETIM, ^TO PEREDNIJ FRONT WOZMU]ENIQ POKOQ, T.E. POWERHNOSTX, WNE KO-
TOROJ uj(�x; t; T ) = 0 W MOMENT WREMENI (2.23), ESTX SFERA RADIUSA 2T + 3:

x21 + x22 + x23 = (2T + 3)2: (2:24)

pOSLEDNEE UTWERVDENIE OTNOSITELXNO SFERY (2.24) ESTX SLEDSTWIE (2.20) PRI
t =
= (j + 1)T + 2.

wY^ISLITELXNYE ALGORITMY, KOTORYE MY PREDLOVIM NIVE, OSNOWANY NA TOM,
^TO PRI WY^ISLENII RE[ENIQ u(�x; t) MY PRI KAVDOM t BUDEM WY^ISLQTX TOLXKO
NESKOLXKO SLAGAEMYH uj(x; t; T ) W SUMME (2.7), KOTORYE OTLI^NY OT NULQ PRI x21+
+x22 + x23 � 1:

mY WIDELI, ^TO \TIH SLAGAEMYH TOLXKO 2 ILI 3, ESLI T > 2, NO IH ^ISLO
MOVET BYTX SKOLX UGODNO BOLX[IM PRI MALYH T . sDELAEM E]E ODNO WAVNOE ZAME-
^ANIE. zADADIM NEKOTOROE z > 0. bUDEM RASSMATRIWATX WMESTO ZADA^I kO[I (2.16)
SLEDU@]U@ SME[ANNU@ ZADA^U W OBLASTI j xj j� z; �1 < t <1:

@2vj
@t2

�
 
@2vj
@x21

+
@2vj
@x22

+
@2vj
@x23

!
= fj(�x; t; T ); j xk j� z; k = 1; 2; 3; (2:25)

vj(�x; t; T ) � 0; t < (j � 1)T; (2:26)

vj(�x; t; T ) = 0; max j xk j= z; k = 1; 2; 3: (2:27)

pOKAVEM, ^TO W SLU^AE

z � T + 2 (2:28)

RE[ENIE uj(�x; t; T ) ZADA^I (2.16) I RE[ENIE vj(�x; t; T; z) ZADA^I (2.25){(2.27) SOWPA-
DA@T W TO^KAH EDINI^NOGO [ARA S1, x

2
1 + x22 + x23 � 1 PRI t � (j + 1)T + 2:

uj(�x; t; T ) = vj(�x; t; T; z); �x 2 S1; t � (j + 1)T + 2: (2:29)

dLQ OBOSNOWANIQ \TOGO UTWERVDENIQ WOSPOLXZUEMSQ FORMULOJ kIRHGOFA. w
SAMOM DELE, fj(��; �; T ) MOVET OTLI^ATXSQ OT NULQ TOLXKO DLQ

�21 + �22 + �23 � 1; � > (j � 1)T:

bLIVAJ[AQ K [ARU S1 TO^KA GRANICY KUBA max
j

j xj j< z OTSTOIT OT [ARA NA

RASSTOQNIE z � 1. pO\TOMU WLIQNIE fj(�; �; T ) MOVET DOSTI^X GRANICY \TOGO KUBA
ZA WREMQ z�1, TO ESTX K MOMENTU t = (j�1)T+z�1. oTRAVENNYJ OT GRANICY SIGNAL,
WYZYWA@]IJ OTLI^IE vj(�x; t; T; z) OT uj(�x; t; T ), PROJDET RASSTOQNIE OT GRANICY
KUBA j xj j� z DO GRANICY [ARA S1, TO ESTX RASSTOQNIE z� 1, TAKVE ZA WREMQ z� 1.
tAKIM OBRAZOM WLIQNIE OTRAVENNOGO SIGNALA NE ISKAZIT RE[ENIE vj(�x; t; T; z) PO
SRAWNENI@ S uj(�x; t; T ) RANX[E MOMENTA t1 = [(j � 1)T + z � 1] = (j�1)T +2(z�1).
oDNAKO PRI USLOWII (2.28) SPRAWEDLIWO t1 � (j + 1)T + 2, TAK ^TO (2.29) DOKAZANO.
oTMETIM E]E, ^TO W TO^KAH EDINI^NOGO [ARA x21 + x22 + x23 � 1 SPRAWEDLIWO

uj(�x; t; T ) = 0 PRI t � (j + 1)T + 2: (2:30)
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kROME TOGO, O^EWIDNO, ^TO

(
uj(�x; t; T ) � 0 PRI t � (j � 1)T;

vj(�x; t; T; z) � 0:
(2:31)

w SILU (2.30) I (2.31) TOVDESTWO (2.17) W TO^KAH x21 + x22 + x23 � 1 MOVNO PREOBRA-
ZOWATX K WIDU

u(x; t) �
X

uj(x; t; T ); (2:32)

GDE
P

OZNA^AET SUMMU PO TEM ZNA^ENIQM j, KOTORYE UDOWLETWORQ@T NERAWENSTWAM

t� 2

T
� 1 � j � t

T
+ 1;

ODNOWREMENNOE WYPOLNENIE KOTORYH NEOBHODIMO DLQ TOGO, ^TOBY uj(�x; t; T ) 6= 0 PRI
x21 + x22 + x23 � 1.

nO W SILU (2.29) MOVNO ZAMENITX W (2.32) SLAGAEMOE uj(�x; t; T ) NA vj(�x; t; T; z),
POLU^IW

u(�x; t) =
X

vj(�x; t; T; z); z � T + 2; x21 + x22 + x23 � 1: (2:33)

3

. rAZNOSTNYE ALGORITMY

mY POSTROIM TRI ALGORITMA PRIBLIVENNOGO WY^ISLENIQ RE[ENIQ ZADA^I
(1.1), (1.2) S POMO]X@ RAZNOSTNOJ SHEMY (1.4) NA PROIZWOLXNO BOLX[IH WREME-
NAH BEZ NAKOPLENIQ POGRE[NOSTI I BEZ UWELI^ENIQ KOMPX@TERNYH RASHODOW DLQ
PRODWIVENIQ NA ODIN [AG PO WREMENI. wSE TRI ALGORITMA IME@T ODIN I TOT VE
NEULU^[AEMYJ PORQDOK ^ISLA ARIFMETI^ESKIH OPERACIJ I ^ISLA Q^EEK PAMQTI DLQ
PRODWIVENIQ NA ODIN SLOJ PO WREMENI. oDNAKO \TI ALGORITMY OTLI^A@TSQ DRUG
OT DRUGA RAZLI^NYM ^ISLOM ARIFMETI^ESKIH OPERACIJ ILI ^ISLOM Q^EEK PAMQTI
PRI SOHRANENII PORQDKA, A TAKVE TEMI ILI INYMI UDOBSTWAMI DLQ WY^ISLENIJ.

wO WSEH TREH ALGORITMAH MY S^ITAEM, ^TO T; h I � > 0 WYBRANY TAK, ^TO

T = k�; k � NATURALXNOE

�=h = 0:99=
p
3 < 1=

p
3: (3:1)

pER WYJ A L G O R ITM. w OSNOWE \TOGO ALGORITMA LEVIT PREDSTAWLENIE RE-
[ENIQ u(�x; t) ZADA^I (1.1), (1.2) W [ARE x21 + x22 + x23 � 1 W FORME (2.32).

fIKSIRUEM PROIZWOLXNOE CELOE l I BUDEM RASSMATRIWATX t IZ OTREZKA

(l � 1)T � t < lT: (3:2)

dLQ TAKIH T FORMULA (2.32) W RAZWERNUTOM WIDE PRIMET WID

u(�x; t) = ul�s(�x; t; T ) + ul�s+1(�x; t; T ) + : : :+ ul(�x; t; T ); (3:3)
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GDE uj(�x; t; T ) { RE[ENIE ZADA^I (2.16). nATURALXNOE ^ISLO s W SILU (2.21) DOLVNO
BYTX WYBRANO IZ USLOWIJ s � [2=T ] + 1, ESLI 2=T { DROBX, s � 2=T , ESLI 2=T {
CELOE. bUDEM S^ITATX DLQ OPREDELENNOSTI, ^TO s WYBRANO PO FORMULE

s = 2=T + 1; (3:4)

PRI^EM 2=T { CELOE ^ISLO. pERWYJ ^ISLENNYJ ALGORITM SOSTOIT W TOM, ^TO
W KA^ESTWE PRIBLIVENNYH ZNA^ENIJ RE[ENIQ u(�x; t) W TO^KAH SETKI n =
(n1h; n2h; n3h; n4�), KOORDINATY KOTORYH UDOWLETWORQ@T NERAWENSTWAM (3.2) I
(n1h)

2 + (n2h)
2 + (n3h)

2 � 1; WMESTO TO^NOJ FORMULY (3.3)

u(n1h; n2h; n3h; n4�) =

= ul�s(n1h; n2h; n3h; n4�) + : : :+ ul(n1h; n2h; n3h; n4�) (3:5)

MY WOSPOLXZUEMSQ PRIBLIVENNOJ FORMULOJ

u(n1h; n2h; n3h; n4�) � un(l � s; T ) + : : :+ un(l; T ): (3:6)

sLAGAEMOE un(j; T ) W PRAWOJ ^ASTI (3.6) OPREDELENO KAK RE[ENIE SLEDU@]EGO RAZ-
NOSTNOGO ANALOGA ZADA^I (2.16):X

n2Nm

amnun(j; T ) = fm(j; T ); j = l � s; l � s+ 1; : : : ; l; (3:7)

un = 0; ESLI n4� � (j � 1)T: (3:8)

pRAWAQ ^ASTX fm(j; T ) W SILU (2.13) ESTX

fm(j; T ) = fj(�x; t; T ) j�x=m1h;m2h;m3h; t=m4�= [	j(t; T )f(�x; t)]�x=(m1h;m2h;m3h); t=n4� :

zAMETIM, ^TO W SILU FORMUL (2.10)

fm(j; T ) = 0; ESLI m4� � (j � 1)T + � (3:9)

mOVNO S^ITATX, ^TO RE[ENIE ZADA^I (2.16) POLU^ENO PRIBLIVENNO S POMO]X@ ZA-
DA^I (3.7), (3.8) TOLXKO NA OTREZKE (l�s)T � t � lT , DLINA KOTOROGO NE ZAWISIT OT l.
pO\TOMU POGRE[NOSTX OT ZAMENY uj(�x; t) PRIBLIVENNO RE[ENIQMI un(j; T ) RAZNOST-
NOJ ZADA^I, OSU]ESTWLENNAQ W FORMULE (3.6), NE PREWOSHODIT (s+1)Ch2, GDE POSTOQN-
NAQ C ZAWISIT TOLXKO OT SWOJSTW FUNKCII fj(�x; t) NA OTREZKE (j�1)T � t � (j+1)T ,
A (s+1) { ^ISLO SLAGAEMYH W PRIBLIVENNOJ FORMULE (3.6). o^EWIDNO, \TA POGRE[-
NOSTX NE WOZRASTAET S ROSTOM NOMERA n4 PO WREMENI.

oCENIM OB_EM PAMQTI I ^ISLA ARIFMETI^ESKIH OPERACIJ IZLOVENNOGO ALGO-
RITMA DLQ RAS^ETA NA ODNOM WREMENNOM SLOE. qSNO, ^TO OB_EM PAMQTI DLQ RAS^ETA
KAVDOGO SLAGAEMOGO un(j; T ) NA O^EREDNOM SLOE ESTX O(h�3). tAKOJ VE PORQDOK
^ISLA ARIFMETI^ESKIH DEJSTWIJ: O(h�3). ~ISLO SLAGAEMYH s PRI FIKSIROWANNOM
T NE MENQETSQ W PROCESSE IZMELX^ENIQ SETKI. sOOTWETSTWENNO SOHRANQETSQ I PO-
RQDOK O(h�3) DLQ OB_EMA PAMQTI I ^ISLA ARIFMETI^ESKIH DEJSTWIJ. qSNO, ^TO ZA
S^ET IZMENENIQ ALGORITMA OTYSKANIQ RE[ENIQ RAZNOSTNOGO URAWNENIQ \TOT PORQ-
DOK O(h�3) UMENX[ITX NELXZQ, TAK KAK W RAS^ETNOJ OBLASTI x21 + x22 + x23 � 1 NA
KAVDOM SLOE PO WREMENI LEVIT [4=3� + o(1)] h�3 = O(h�3) RAS^ETNYH TO^EK SET-
KI, POPAW[IH W EDINI^NYJ [AR x21 + x22 + x23 � 1. zAMETIM, ^TO PRI WY^ISLENII
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SETO^NOJ FUNKCII un(l � s; T ) NA WREMENNOM SLOE t = n4� � lT W RAS^ET PO QW-
NOJ RAZNOSTNOJ SHEME DLQ un(l � s; T ) WOWLEKA@TSQ TO^KI SETKI, LEVA]IE W KUBE
j xi j� 3 + T . w \TOM KUBE LEVIT

�
3 + T

h

�3
(3:10)

TO^EK SETKI. eSLI W PROCESSE IZMELX^ENIQ SETKI ^ISLO T , A TAKVE s = 2=T , OSTA-
@TSQ NEIZMENNYMI, TO ^ISLO (3.10) DAET PREDSTAWLENIE O NEOBHODIMOM ^ISLE Q^EEK
PAMQTI DLQ PRODWIVENIQ NA ODIN [AG PO WREMENI. dEJSTWITELXNO, DLQ WY^ISLE-
NIQ PRIBLIVENNOGO ZNA^ENIQ RE[ENIQ W SOOTWETSTWII S PERWYM ALGORITMOM NUVNO
SOS^ITATX s+1 SLAGAEMOE un(l� s; T ); : : : ; un(l; T ), IZ KOTORYH PERWOE SAMOE TRUDO-
EMKOE.

~ISLO ARIFMETI^ESKIH OPERACIJ DLQ PRODWIVENIQ NA ODIN [AG PO WREMENI
POLU^AETSQ UMNOVENIEM ^ISLA Q^EEK PAMQTI NA ^ISLO q OPERACIJ DLQ RAS^ETA ODNOJ
TO^KI NA WERHNEM SLOE PO IZWESTNYM ZNA^ENIQM RE[ENIQ NA DWUH PREDYDU]IH
WREMENNYH SLOQH.

wTO R O J A L G O R I TM. wTOROJ ALGORITM OTLI^AETSQ OT PERWOGO TEM, ^TO
WMESTO PREDSTAWLENIQ RE[ENIQ u(�x; t), �x 2 S1, PO FORMULE (2.32) ISPOLXZUETSQ
FORMULA (2.33), KOTORU@ MOVNO ZAPISATX W WIDE

u(�x; t) = vl�s(�x; t; T; z) + : : :+ vl(�x; t; T; z): (3:11)

~IcLO z WYBIRAETSQ W SOOTWETSTWII S (2.28), T.E. z � T + 2. dLQ POLU^ENIQ WTO-
ROGO ALGORITMA SLAGAEMYE vl�s(�x; t; T; z); : : : ; vl(�x; t; T; z), TO ESTX RE[ENIE SISTEMY
(2.25){(2.27), ZAMENQETSQ W TO^KAH SETKI RE[ENIQMI APPROKSIMIRU@]IH RAZNOST-
NYH ZADA^. uRAWNENIE (2.25) ZAMENQETSQ RAZNOSTNYM

X
n2Nm

amnvn(j; T; z) = fm(j; T; z); max j mkh j< z; k = 1; 2; 3; (3:12)

NA^ALXNYE USLOWIQ (2.26) { USLOWIQMI

vn(j; T; z) � 0; n4� � (j � 1)T + � ; (3:13)

KRAEWYE USLOWIQ (2.27) { USLOWIQMI

vn(j; T; z) = 0; (3:14)

ESLI

max
k=1;2;3

j nkh j= z:

mY S^ITAEM ZDESX, ^TO z I h WYBRANY TAK, ^TO z=h ESTX CELOE ^ISLO. rAS^ETNAQ
FORMULA WTOROGO ALGORITMA IMEET WID

u(n1h; n2h; n3h; n4�) � vn(l � s; T; z) + : : :+ vn(l; T; z); (3:15)

ESLI

(l � 1)T � n4� < lT: (3:16)
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wTOROJ ALGORITM NESKOLXKO \KONOMNEE PERWOGO. dEJSTWITELXNO, ^ISLO TO^EK
SETKI, WOWLE^ENNYH W RAS^ET NA ODNOM SLOE PO WREMENI, ESTX ^ISLO

�
z

h

�3
�
�
2 + T

h

�3
(3:17)

TO^EK SETKI, POPAW[IH W KUB j xk j< z, k = 1; 2; 3: |TO ^ISLO NESKOLXKO MENX[E,
^EM ^ISLO (3.10).

eSLI T � 2, TO PERWYJ I WTOROJ ALGORITMY DLQ WY^ISLENIQ RE[ENIQ ZADA^I
(1.1), (1.2) WRQD LI MOVNO SU]ESTWENNO ULU^[ITX. nO MY HOTELI BY IMETX WOZMOV-
NOSTX \KSPERIMENTIROWATX I S TAKIMI RAZLOVENIQMI EDINICY (2.10), W KOTORYH T
MOVET UMENX[ATXSQ ODNOWREMENNO S IZMELX^ENIEM SETKI. w \TOM SLU^AE ^ISLO SLA-
GAEMYH s+1 = 2=T+2 W FORMULAH (3.5) I (3.11) NEOGRANI^ENNO WOZRASTAET. eSLI BY

BYLO T = O(�1��); � > 0, TO OB_EM PAMQTI I ^ISLO ARIFMETI^ESKIH OPERACIJ PRI

RAS^ETAH PO PERWOMU ILI WTOROMU ALGORITMAM IMELI BY PORQDOK O(h�4+�) WMESTO
NEULU^[AEMOGO O(h�3).

tR E T IJ A L G O RI TM ISPOLXZUET W TO^NOSTI TE VE PRIBLIVENIQ NA KAVDOM
SLOE PO WREMENI, ^TO I WTOROJ. oDNAKO WY^ISLENIQ W NEM ORGANIZOWANY SU]EST-
WENNO INA^E. w TRETXEM ALGORITME PORQDOK ^ISLA ISPOLXZUEMYH Q^EEK PAMQTI I
PORQDOK ^ISLA ARIFMETI^ESKIH OPERACIJ OSTA@TSQ O(h�3), DAVE ESLI T = T (h)
UMENX[AETSQ PRI h! 0, NO NE SLI[KOM BYSTRO, TAK ^TO

T � � � j lnh j :
dLQ OPISANIQ TRETXEGO ALGORITMA WWEDEM SETO^NU@ FUNKCI@ Vn(l; s; T; z),

ZAWISQ]U@ OT CELOGO l KAK OT PARAMETRA:

Vn(l; s; T; z) =
1X

k=l�s

vn(k; T; z); (3:18)

GDE vn(k; T; z) { RE[ENIE ZADA^I (3.12){(3.14) PRI j = k. zDESX s { CELOE ^ISLO, KOTO-
ROE WHODIT W PRIBLIVENNU@ FORMULU (3.15). zAMETIM, ^TO DLQ KAVDOGO n = (n1h;
n2h; n3h; n4�) TOLXKO NESKOLXKO ^LENOW RQDA W PRAWOJ ^ASTI (3.18) OTLI^NY OT NULQ.
dLQ TEH TO^EK n = (n1h; n2h; n3h; n4�), KOTORYE LEVAT NA WREMENNYH SLOQH SETKI

t = n4�; n4 =
(l � 1)T

�
;

(l � 1)T

�
+ 1; : : : ;

lT

�
� 1; (3:19)

SUMMA (3.18) SOWPADAET W SILU (3.15), (3.16) S TEM PRIBLIVENIEM ISKOMOGO RE[ENIQ,
KOTOROE ISPOLXZUETSQ W TO^KAH (n1h)

2 + (n2h)
2 + (n3h)

2 � 1 WO WTOROM ALGORITME.
tAKIM OBRAZOM, WY^ISLENIE PRIBLIVENIQ PO FORMULE (3.15) PRI n = (n1h; n2h; n3h;
n4�) MOVNO PONIMATX KAK WY^ISLENIE Vn(l; s; T; z) PRI SOOTWETSTWU@]EM W SILU
(3.16) ZNA^ENII l.

pODSTAWLQQ Vn(l; s; T; z) W LEWU@ ^ASTX URAWNENIQ (3.12), W SILU LINEJNOSTI
URAWNENIQ (3.12) POLU^IM

X
n2Nm

amnVn(l; s; T; z) =

= fm(l � s; T; z) + fm(l � s+ 1; T; z) + : : :+ fm(l; T; z) + : : : : (3:20)
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w SILU OPREDELENIQ (2.10) FUNKCII 	(t) I FORMULY (2.13) WIDNO, ^TO IMEET MESTO
RAWENSTWO

f(m1h;m2h;m3h;m4�) =
1X

k=l�s

fm(k; T; z) (3:21)

DLQ WSEH TEH m, DLQ KOTORYH

m4� � (l � s)T: (3:22)

w SILU (3.21) I (3.22) FUNKCIQ Vn(l; s; T; z) UDOWLETWORQET URAWNENI@X
n2Nm

amnVn(l; s; T; z) = fm (3:23)

DLQ TEH m, DLQ KOTORYH WYPOLNENO (3.22) pREDPOLOVIM TEPERX, ^TO PRI NEKOTOROM
NATURALXNOM l MY UVE ZNAEM ZNA^ENIQ Vn(l; s; T; z) NA PERWYH DWUH SLOQH (3.19), T.E.
PRI n4 = (l � 1)T=� I n4 = (l � 1)T=� + 1.

mY OPI[EM WY^ISLENIE Vn(l; s; T; z) NA OSTALXNYH SLOQH (3.19) I WY^ISLENIE
Vn(l + 1; s; T; z) PRI n4 = lT=� I n4 = lT =� + 1. |TIM SAMYM BUDET ZAWER[EN
CIKL PEREHODA OT ISPOLXZOWANIQ Vn(l; s; T; z) DLQ WY^ISLENIQ PRIBLIVENIQ NA SLOQH
(3.19) K ISPOLXZOWANI@ FUNKCII Vn(l+1; s; T; z) DLQ POSLEDOWATELXNOGO WY^ISLENIQ
PRIBLIVENIJ NA SLOQH

t = n4�; n4 =
lT

�
;

lT

�
+ 1; : : : ;

(l + 1)T

�
� 1:

iSPOLXZUQ IZWESTNYE PO PREDPOLOVENI@ ZNA^ENIQ Vn(l; s; T; z) NA PERWYH DWUH
WREMENNYH SLOQH

t = n4�; n4 =
(l � 1)T

�
I n4 =

(l � 1)T

�
+ 1;

MOVNO WY^ISLITX SLOJ ZA SLOEM ZNA^ENIQ Vn(l; s; T; z) NA OSTALXNYH WREMENNYH
SLOQH IZ GRUPPY (3.19), T.E. PRI n4 = (l � T )=�+2; : : : ; lT =��1. |TO MOVNO SDELATX
S POMO]X@ QWNOJ TREHSLOJNOJ RAZNOSTNOJ SHEMY (3.20) S PRAWOJ ^ASTX@ (3.21).

kOLI^ESTWO ARIFMETI^ESKIH OPERACIJ DLQ WY^ISLENIQ Vn(k; s; T; z) NA O^E-
REDNOM SLOE PO WREMENI ESTX

q (z=h)3 ; (3:24)

GDE q { ^ISLO OPERACIJ DLQ RAS^ETA RE[ENIQ W ODNOJ TO^KE.
wY^ISLENIE Vn(l+1; s; T; z) PRI n4 = lT =� I n4 = lT =�+1 MOVNO OSU]ESTWITX,

ISPOLXZUQ O^EWIDNU@ FORMULU

Vn(l + 1; s; T; z) = Vn(l; s; T; z) � vn(l � s; T; z): (3:25)

uMENX[AEMOE W PRAWOJ ^ASTI FORMULY (3.25) PRI n4 = lT =� I n4 = lT =�+1 WY^IS-
LQ@TSQ W SILU (3.20) S PRAWOJ ^ASTX@ (3.21). ~ISLO OPERACIJ DLQ PEREHODA NA ODIN
SLOJ PO PREVNEMU ZADAETSQ (3.24). wY^ITAEMOE vn(l � s; T; z) QWLQETSQ RE[ENIEM
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ZADA^I (3.12){(3.14) PRI j = l� s. pRAWAQ ^ASTX \TOJ ZADA^I MOVET OTLI^ATXSQ OT
NULQ TOLXKO DLQ TEH m = (m1h;m2h;m3h;m4�), DLQ KOTORYH

(l � s� 1)T � m4� � (l � s+ 1)T:

nA^ALXNYE DANNYE DLQ vn(l� s; T; z) { NULEWYE. wY^ISLENIE RE[ENIQ vn(l� s; T; z)
PRI n4 = lT =� +1 RAZOB_EM NA DWA \TAPA. sNA^ALA [AG ZA [AGOM WY^ISLQEM RE[E-
NIE vn(l � s; T; z) W SILU TREHSLOJNOJ SHEMY (3.12) PRI

n4 =
(l � s� 1)T

�
; : : : ;

(l � s+ 1)

�
T:

wY^ISLENIE RE[ENIQ NA \TIH 2T=� + 1 SLOQH TREBUET

O
h
(2q2T=�) � (z=h)3

i
(3:26)

OPERACIJ. zNA^ENIQ RE[ENIQ vn(l � s; T; z) NA SLOQH

n4 =
(l � s+ 1)T

�
� 1 I n4 =

(l � s+ 1)T

�
(3:27)

ISPOLXZUEM W KA^ESTWE NA^ALXNYH DANNYH DLQ WY^ISLENIQ RE[ENIQ vn(l � s; T; z)
PRI n4 = lT =� I n4 = lT=� + 1.

pRI \TOM MY ISPOLXZUEM TO OBSTOQTELXSTWO, ^TO fm � 0 PRI m4 �
� (l � s+ 1)T=� . pOTOMU RE[ENIE vn(l � s; T; z) MOVNO ZAPISATX W WIDE KONE^NOGO
RQDA. nO RE[ENIE RAZNOSTNOGO ANALOGA ZADA^I kO[I DLQ WOLNOWOGO URAWNENIQ PRI
NULEWOJ PRAWOJ ^ASTI I NULEWYH KRAEWYH USLOWIQH, ZADANNYH NA STORONAH KUBA
max
k=1;2;3

j nkh j= z, MOVNO WY^ISLQTX, ZAPISYWAQ RE[ENIE W WIDE KONE^NOGO RQDA fU-

RXE PO SISTEME SINUSOW. w SILU IZWESTNYH ALGORITMOW S ISPOLXZOWANIEM BYSTROGO
PREOBRAZOWANIQ fURXE (SM., NAPRIMER, [3]), \TO POTREBUET

O(h�3lnh) (3:28)

OPERACIJ.
iTAK, OB]EE ^ISLO ARIFMETI^ESKIH OPERACIJ DLQ WY^ISLENIQ FUNKCII (3.25)

PRI n4 = lT =� I n4 = lT=� + 1 W SILU (3.26) I (3.28) SOSTAWLQET

O
h
(2qT=�) � (z=h)3

i
+O(h�3lnh): (3:29)

wY^ISLENIE FUNKCII Vn(l + 1; s; T; z) PRI n4 = lT =� I n4 = lT=� + 1 PRIHODITSQ
OSU]ESTWLQTX TOLXKO ODIN RAZ DLQ KAVDOJ SERII WREMENNYH SLOEW (3.19), ^ISLO
KOTORYH T=� . pO\TOMU W SILU (3.29) W RAS^ETE NA ODIN SLOJ KOLI^ESTWO OPERACIJ
SOSTAWLQET

O
h
2q (z=h)3

i
+
�
�h�3lnh=T

�
: (3:30)

eSLI T = � j lnh j, TO (3.30) ESTX ^ISLO, IME@]EE PORQDOK O(h�3). iTAK, PORQDOK
^ISLA OPERACIJ DLQ REALIZACII TRETXEGO ALGORITMA PRI PEREHODE NA ODIN SLOJ PO
WREMENI SOSTAWLQET W SREDNEM O(h�3) OPERACIJ, ESLI T > �=j lnh j. eSLI T = � , TO
\TOT PORQDOK BYL BY O(h�3lnh).
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. wOZMOVNYE OBOB]ENIQ

pREDPOLOVENNYE WY[E ALGORITMY RAS^ETA RE[ENIJ 3D{WOLNOWOGO URAWNENIQ
NA BOLX[IH WREMENAH W OGRANI^ENNOJ OBLASTI W SLU^AE OGRANI^ENNOGO NOSITELQ
PRAWOJ ^ASTI OSNOWANY NA NALI^II LAKUN. |TI ALGORITMY MOVNO PERENESTI NA
SLU^AJ RAS^ETA RE[ENIJ NESTACIONARNYH SISTEM mAKSWELLA I lAME, ISPOLXZUQ
LAKUNY \TIH SISTEM.
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